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Calculation of Molecular Electronic Polarizabilities.
Comparison of Different Methods

The calculation of molecular electronic polarizability tensor components is presented in the
CNDO approximation using several methods, on one hand a perturbation calculation, on the other
hand-a variational method. Results obtained on thirty molecules are used to compare these methods
and to discuss their usefulness.
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La polarisabilité des molécules joue un réle important dans de nombreux
effets physico-chimiques. Sa détermination expérimentale n’est pas trés aisée,
parfois méme impossible, ce qui a conduit depuis longtemps des auteurs [1-4]
a proposer des méthodes empiriques permettant de prévoir avec un certain
succés la polarisabilité d’un édifice chimique.

Les développements de la Chimie Quantique permettent d’espérer une
application de ces méthodes au probléme du calcul des polarisabilités et de fait
de nombreuses tentatives ont été faites a ce jour [5—19]

L’action d’un champ électrique sur une molécule introduit un terme supplé-
mentaire dans ’expression du potentiel électrique auquel sont soumis les électrons
et de ce fait, peut étre traitée au moyen d’un calcul de perturbation classique
[5, 6]. Une méthode d’un type voisin a été développée par Hush et Williams [7].
Elle consiste en la résolution de 'hamiltonien contenant la perturbation due
au champ électrique. Cette méthode présente certains avantages sur la précé-
dente car elle permet d’étudier la variation du moment dipolaire en fonction du
champ appliqué. 11 est alors possible de déterminer les tenseurs de polarisabilité
(domaine linéaire) et d’hyperpolarisabilité en développant le moment dipolaire
en série de McLaurin. En revanche si 'on s’intéresse aux composantes du moment
¢électrique induit en vue du calcul des éléments du tenseur de polarisabilité, cette
méthode doit étre utilisée avec des champs trés faibles, car I'application d’un
champ électrique peut rompre la symétrie de la molécule. Par exemple, pour
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une molécule linéaire telle que CO, l'application d’un champ électrique, méme
trés faible a I’échelle atomique (1073 u.a.) perpendiculaire a I'axe de symétrie,
crée un moment dipolaire qui n’est pas colinéaire au champ électrique, ce qui
traduit une non-linéarité contraire a la définition de la polarisabilité. Il est donc
nécessaire dans ce cas d’utiliser un champ extrémement faible, ce qui est trés
dangereux car la précision des calculs peut ne plus é&tre suffisante.

Cette méthode revient en fait, au calcul numérique de la dérivée premiére
du moment électrique par rapport au champ. Une méthode de perturbation
consiste en un calcul algébrique de cette dérivée; il n’est donc pas surprenant
de remarquer que ces deux méthodes conduisent au méme résultat si les mémes
approximations ont été faites dans la détermination de la fonction d’onde. Dans
les résultats qui suivent nous avons donné la préférence a la méthode de perturba-
tion afin d’éviter les inconvénients du type de celui que nous venons de citer.

Une autre approche de la polarisabilité a été proposée par différents auteurs
[8—14], elle utilise une fonction d’onde approchée de la molécule polarisée
obtenue au moyen d’un calcul variationnel. Enfin une méthode hybride des
deux précédentes [15—-19] «variation — perturbation» a également été utilisée
récemment. L’absence de calculs itératifs rend ces deux derniéres méthodes
séduisantes a priori.

Les succés de la méthode CNDO/2 dans le calcul des moments dipolaires et
la simplicité de mise en oeuvre nous a incité a entreprendre une étude systématique
du calcul des polarisabilités a I'aide de ces différentes techniques.

Calcul de perturbation

Le moment dipolaire ji d’une molécule soumise a4 un champ électrique uni-
forme & peut s’écrire en se limitant au premier ordre en &

ow
7 (1)

J

f=p’+36 avec o=

ou ji° et & représentent respectivement le moment dipolaire de la molécule en
l'absence du champ électrique et le tenseur de polarisabilité.

Lorsque la fonction d’onde multi-électronique y est représentée par le produit
antisymétrisé des fonctions monoélectriques ¢, et pour des couches électroniques
complétes, le moment dipolaire est défini par la relation:

n/2
ﬁz ZZA?A_Z Z <¢1|F|¢l> 2
A

1=1

ol Z , est la charge nucléaire, 7, rayon vecteur définissant la position de 'atome A,
n nombre d’électrons de valence.

Les composantes du tenseur de polarisabilité s’expriment donc directement a
partir des dérivées de la fonction d’onde par rapport aux différentes composantes
du champ électrique uniforme &,.
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Ces dérivées s’obtiennent a I'aide d’un calcul classique de perturbation [20]
dont I'expression est donnée dans le cas des systémes non dégénérés par:

09,

=3B
a(o@J ; kl¢k
1
Bklzh___<¢k|F (90 si E,#E,
E,—E,
avec ()
B, =0 si E,=E,

F*: terme de perturbation dd au champ électrique.
Dans I'hypothése L.C.A.O. la fonction d’onde électronique ¢; s’exprime a
I'aide des orbitales atomiques y, par la relation:

¢l: Z Cﬂl%u' (4)
u=1
L’expression du moment dipolaire devient:

p=YZ7,— Y Pl
A ro
avec /2 ®
P,=23% C;C,.

=1

L’équation (3) se met sous la forme:

oC
Z aé:l X;L:ZBklZCuqu' (6)
u J k u
Ces équations sont vérifiées quel que soit y, donc:
oC
(3—5’;[ = ;Bklcuk ()

d’ou ’'expression de la dérivée de la matrice densité en tenant compte du caractére
antisymétrique de la matrice B:

6Puv n/2 n
— =2 Z Bkl(cukcvl + C,;z C,uk) . (8)
a"’@j I=1k=2+1

Ces équations demeurent valables dans le cas des systémes dégénérés car la
matrice densité est invariante pour toute transformation unitaire sur les fonctions
de base.

Davies [6] a utilisé cette méthode dans approximation CNDO/2 dont nous
rappelons ici les principales équations.

En P'absence de champ, elles s’écrivent sous la forme [12]:

F,m=_%(Au"‘lu)“‘[(PAA_ZA)*%(PW_1)] Vaat Z (Pgg~Zp) Yan

B#A4
— 1
Fuv_ﬂABSuv_ ZPquAB .
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En ne considérant que la composante suivant le vecteur de base f(é’j) du
champ électrique, la perturbation due a I'influence de ce champ introduit dans la
matrice de Hartree-Fock les éléments suivants (en posant &;=1):

Fulu = Huu P uyAA + Z PBB’))AB
. B*A (10)
Fuv = Huv P vyAB

Huu= _</"|x l”>= —XL

avec

5 (11)
H,=— ihy=—e——3,.
# ¥l 2|/32,

P! symbolise la perturbation de la matrice densité due au champ électrique.

w SY p C amp q
Le terme {u|x‘|v) est différent de zéro seulement si les orbitales u et v ap-

partiennent au méme atome et sont respectivement des orbitales s et p.

Méthodes variationnelles

Le calcul de polarisabilité est fait au moyen de la méthode variationnelle
proposée par J. Barriol et J. Regnier [10, 11].

Le terme d’énergie potentielle d 4 I'action du champ électrique agissant sur
une molécule a pour expression:

- =

=-Yq%, -6=-X.& (12)
Y

g, représente la charge de la particule y et X, son rayon vecteur.
La fonction d’onde que I'on note 1y, en I'absence de champ est supposée de
la forme:

p=N(1+X-8) wo=N{+03)p, (13)

£ est un vecteur inconnu a déterminer par le calcul variationnel. Dans un calcul
analogue a celui développé dans la référence [22, 23] on obtient:

=402 (14)

QH
=|-P

n est le nombre d’électrons de valence.
QM =( XXy — (X% (XY (15)

en utilisant la notation {B) = [y§ Byydt.

X* et X' représentent respectivement les composantes du vecteur X suivant
les directions k et | du systéme de référence.

Le calcul de la polarisabilité se raméne donc au calcul des composantes du
tenseur Q, dans le cas ol y, a la forme d’un déterminant de Slater correspondant
a des niveaux doublement occupés; elles sont déterminées par la relation:

=YP, [<u|x"x'|v> —%;Pza<#|xk|i> <v|x’|a>] . (16)
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Les différentes intégrales intervenant dans cette expression sont évaluées dans
les approximations CNDO/2 et CNDOQO/2D. Dans la méthode CNDO/2D le
recouvrement des orbitales atomiques est pris en considération en faisant subir
aux orbitales moléculaires obtenues par un calcul CNDO/2 la transformation
de Lowdin [25]:

C'=S"*C (17)

ol § représente la matrice de recouvrement, C les vecteurs propres de 'hamiltonien
dans 'hypothése CNDO/2.

Cette technique a déja été utilisée pour le calcul du moment dipolaire [26—28]
et quadrupolaire {19].

Toutes les intégrales intervenant dans la relation [15] peuvents s’exprimer
a laide des fonctions auxiliaires CJ5° [29] si I'on effectue pour chacune de ces
quantités une translation du référentiel défini par la relation:

xk=xk 4 &k

ou x¥ représente la coordonnée suivant 'axe k de 'atome A sur lequel est centrée
I'orbitale atomique y,

CH X[y = Xty Gl + X5, 8|y + Xty vy + 4oy . (18)

Résultats

Le tableau 1 rassemble les résultats obtenus & l'aide des deux méthodes
envisagées (colonnes 1 et 3), ainsi que les valeurs expérimentales (colonne 5) et
celles calculées par la méthode variationnelle dans T'hypothése CNDO/2D
(colonne 2). Dans ce tableau, & représente la moyenne arithmétique des compo-
santes principales du tenseur de polarisabilité. Lorsque la molécule présente des
axes de symétrie, la direction x coincide avec I'axe d’ordre le plus élevé.

Pour les molécules envisagées, on remarque que la méthode de perturbation
conduit systématiquement a des valeurs trop faibles. Ce résultat peut étre attribué
au fait que la base minimale d’orbitales atomiques utilisée convient mal pour
exprimer une fonction d’onde polarisée, comme le montre le cas de la molécule
d’hydrogéne dans laquelle l'utilisation exclusive d’orbitales 1s ne permet pas
une polarisation perpendiculairement a I'axe de la molécule.

En revanche le calcul variationnel conduit a des valeurs trop élevées de la
polarisabilité, a 'exception des composés fluorés pour lesquels les valeurs cal-
culées sont inférieures aux valeurs expérimentales et diminuent lorsque le nombre
d’atomes de fluor augmente, contrairement a ce qu'indique 'expérience. Ce fait
peut étre imputé a une inadaptation des paramétres empiriques utilisés dans le
calcul et sera examiné avec plus de détails plus loin.

On remarque également sur le tableau 2 que, dans le cas de molécules pré-
sentant un axe d’ordre supérieur a 2(x,,=a,,), lanisotropie de polarisabilité
1 =0, — 0y, est toujours trop élevée dans le calcul variationnel et souvent trop
faible dans le calcul de perturbation.

La transformation de P.O.Léwdin [25] appliquée au calcul variationnel se
traduit par une nette amélioration des résultats, tant en ce qui concerne les
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valeurs des polarisabilités principales que celles de I'anisotropie. Les composés
fluorés constituent toujours des exceptions. L’écart entre la valeur expérimentale
de l'anisotropic et la valeur calculée dans le cas de I'acétonitrile demeure trés
important. Il pourrait étre en partie imputé a I'imprécision des résultats expéri-
mentaux.

Hush et Williams [30] ont proposé une correction empirique aux résultats
obtenus par la méthode de perturbation. Elle consiste a ajouter un terme atomique
au résultat du calcul (0,334 - 10~ 2* u.e.s. pour atome d’hydrogéne et 0,576 - 10~ 24
u.e.s. pour chaque atome de la premiére période). On remarque sur le tableau 1
(colonne 4) que cette correction améliore considérablement les résultats, y compris
dans le cas des molécules fluorées. Sadlej [19] a applique a la méthode CNDO/2
un calcul de variation-perturbation proposé par Karplus et Kolker [15, 16]. Les
tableaux 2 et 3 permettent la comparaison des résultats obtenus par cet auteur

Tableau 2
Molécules Variationnel Perturbation Variation-Pert. Exp.
CNDO,2 CNDO/2D 2/1 termes?® ’
3 1 3 1 o f @ 1 @ 1
H, 0,936 1,094 0,874 0,709 0,152 0,457 0,936 1,092 0,79 0,21
N, 2,068 3,040 1,987 2,634 0,632 0,706 2,648 4,648 1,76 093
CO 1,995 2,558 1,818 1,978 0,828 0,348 2,283 3,520 1,95 0,978
CH3F 2,354 0,298 2,057 2,131 0,664 0,093 2,62 0,84
CHF, 1,938 0,211 1,671 0,182 0,665 —0,068 2,81 0,18
CH,CN 6,084 5,868 5,33 4,604 1,620 1,682 4,48 1,89
HLi 4996 —1,649 2923 —0,943 1,174  —1,563 5069 —1,777
HB 2,785 —0,187 2875 —0,168 2,846 —3,119 2873  —0,159
HF 0,441 0,294 0,410 0,227 0,124 0,284 0,528 0,453
F, 0,720 0,978 0,702 0,922 0,342 0,911 0,895 1,904
BF 1,887 1,199 1,602 0,606 1,989 1,339 2,552 0,858
LiF 1,972 1,382 0,980 0,468 0,851 0,506 3,966 —0,558
* Resultats donnés en référence [19] dans le cas oti a, est calculé avec un terme et a,, avec deux.
Tableau 3

Molécules Ce travail N Variation-Perturbation 2/1 termes?

CNDO,2 CNDO/2D CNDOy/2 Kolker et Karplus

el *L ll %L ll %L ) %L
H, 1,665 0,571 1,347 0,638 1,664 0,572 1,293 0,716
HLi 3,897 5,546 2,295 3,238 3,884 5,661 3,25 4,05
HF 0,637 0,343 0,628 0,301 0,830 0,377 0,742 0,314
N, 4,094 1,054 3,743 1,109 5,746 1,098 4,58 1,18
F, 1,372 0,394 1,317 0,395 1,904 0,390 2,13 0,432
cO 3,700 1,142 3,136 1,158 4,803 1,283 4,03 1,35
BF 2,686 1,487 2,006 1,400 3.124 2,266
LiF 2,894 1,512 1,292 0,824 3,594 4,152 5,38 3,40

# Voir Tableau 2.
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avec ceux que donnent les méthodes envisagées dans ce travail. On remarque
que les meilleurs accords avec les valeurs expérimentales lorsqu’elles sont connues,
sont obtenus avec la méthode variationnelle aprés transformation de P. O. Léwdin.

L’accord entre les résultats obtenus par les différentes méthodes envisagées et
les valeurs expérimentales peut, dans tous les cas, étre considéré comme satis-
faisant.

Ceci est d’autant plus vrai que le fait de ne pas tenir compte des corrélations
électroniques doit se traduire par des erreurs importantes portant surtout sur
lanisotropie comme 'a fait remarquer Hirschfelder [17, 31, 32] dans le cas de
la molécule d’hydrogéne. Cette exagération de l'anisotropie de polarisabilité
semble étre la régle dans tous les calculs que nous avons effectués.

Une amélioration de la méthode de perturbation semble passer, ainsi que
nous l'avons signalé, par I'adjonction 4 la base minimale d’orbitales atomiques
utilisée, d’orbitales polarisées [6, 34, 35], mais nous pensons qu’une telle opération
sort du cadre des calculs du type CNDO.

Ces remarques nous permettent de dire que des méthodes envisagees dans
ce travail, la méthode variationnelle semble la mieux adaptée. Elle présente un
certain nombre d’avantages importants.

En ne nécessitant qu’un seul calcul SCF elle est de loin la plus rapide. D’autre
part, en utilisant une fonction d’onde calculée pour une molécule non polarisée,
elle se préte particuliérement bien a certaines transformations mathématiques
pouvant, comme c’est le cas avec la transformation de Lowdin, améliorer les
approximations inhérentes & la méthode CNDO. Parmi les autres transformations
pouvant étre envisagées, il y a celles qui conduisent a des orbitales localisées.
Elles rendent possible une application de la méthode variationnelle 4 un fragment
de molécule et, partant, une étude théorique des incréments de polarisabilité.
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